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Beitrάge zur Gruppentheorίe Vl)
Vber endliche p-Gruppen
VON OTTO GRUN
Diese Arbeit befasst sich mit der Theorie der endlichen p-Gruppen
und ist ohne Kenntnis der vorhergehenden Eeitrage I-IV verstandlich.
Dagegen wird die grundlegende Arbeit von P. Hall, A Contribution to
the Theory of Groups of Prime-Power Orders,2) als bekannt vorausgesetzt.
Da ich mich ganz auf diese Arbeit stiitze, habe ich mich auch in der
Bezeichnungsweise vollig an sie angeschlossen und eine Tabelle der
benutzten Bezeichnungen vorangestellt. Es zeigt sich auch in dieser
Arbeit, welch ausserordentlich gluckliche Schopfung die Hallsche Begriffs-
bildung der regularen p-Gruppe war : nur mit ihrer Hilfe gelang es,
mannigfache, wie ich hoffe, interessante Satze ίiber beliebige endliche
p-Gruppen zu beweisen.
Bei meiner Untersuchung ging ich von dem Grundgedanken aus:
Die regularen p-Gruppen sind ein Spezialfall allgemeiner p-Gruppen. Es
liegt also nahe, fur Begriffe und Satze aus der Theorie der regularen
p-Gruppen solche Begriffe und Satze iiber allgemeine endliche p-Gruppen
zu suchen, die spezialisiert auf regulare p-Gruppen gerade die bekannten
Satze liefern. Hierbei zeigt sich, wie auch zu erwarten ist, dass sich
die Begriffsbildungen und Satze der Theorie der regularen p-Gruppen
beim Ubergang zu allgemeinen p-Gruppen sozusagen verzweigen: z. B.
sind die in § 1 definierten Gruppen ίlμ(©), ®ι,jX®), €v(©), so wie die
in § 2 definierten Gruppen Uι,pμ(®) samtlich im Spezialfall der regularen
Gruppe © die charakteristische Untergruppe Ωμ(®). Ebenso sind die in
§1 definierten Gruppen u^(®)> ®$* (®)ι ®(pμ) im Spezialfall der regu-
laren Gruppe samtlich die charakteristische Untergruppe Uμ(©). Die
fur die genannten Untergruppen im allgemeinen Fall aufgestellten Satze
sind vollig verschieden von einander, liefern aber, auf regulare Gruppen
spezialisiert, bekannte von P. Hall aufgestellte Satze. Es wird durchweg
eine endliche p-Gruppe © vom Exponenten p* der Untersuchungen zu
Grunde gelegt. In § 1 werden maximale Untergruppen vom Exponenten
pμ betrachtet, d. h. Untergruppen vom Exponenten pμ, die nicht mehr
1) Anmerkung 1).
2) Anmerkung 2).
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echte Untergruppen von Untergruppen vom Exponenten j/1 sind es
ergeben sich Satze liber ihre Durchschnitte, Normalisatoren usw. und
schliesslich sehr allgemeine Vertauschbarkeitssatze. Weiter werden max-
imale Untergruppen untersucht, deren Elemente samtliche pμte Potenzen
in © sind. Audi ίiber Durchschnitte und Normalisatoren kδnnen Angaben
gemacht werden. Schliesslich ergeben sich neue Reihen charakteristischer
Untergruppen, die in interessanten Beziehungen zur Struktur von ©
stehen. In §2 werden neue charakteristische Untergruppen USX®),
Uι>pμ(®), μ = l, 2, ... definiert. tt?,2jM,(©) ist die Gruppe aller Elemente
Γe®, die mit jedem Element Se@ erfϋllen : (SΓ)*μ = S^Γ*1*, U*2X@)
die Gruppe aller T e ®, die mit jedem S e © die Gleichung (SΓ)pμ = Spli
erfίillen. Es ist Uf,X®) ^  U^ X©) und U l f X©) besteht nicht nur trivia-
lerweise aus den Elementen der Ordnung < p* aus ,3ι(®)» sondern ist
^ Ωμ(3j,-ι(®)) Es ergibt sich eine Fulle von Vertauschbarkeitsbezieh-
ungen, wie z. B. (B
λ
,ι(@-U
v
, „(©)), #
λ41(©θΛ *))) = !, (#λ-n(3ι(®
-IW(®)))> B
λ
(®-©(Λ »))) - 1, μ = 1, 2, ... , v = 1, 2, ... , λ - 0, 1, ... .
Ein gewτisser Dualismus : Ordnung p^-p^te Poΐenz tritt mehrfach in
Erscheinung in der Art, dass gewisse Satze richtig bleiben, wenn man
die Begriffe Ordnung und Potenz vertauscht. In § 3 werden schliesslich
Satze iiber Beziehungen der aufsteigenden Zentrenreihe zur Reihe der
Potenzgruppen ®(pμ, v) auf gestellt.
Ubersicht iiber die gebrauchten Eezeichnungen und Zeichen, soweit
sie nicht im Text erklart sind :
Exponent von © : das kgV der Ordnungen der Elemente von ©
SS(®-*-$R): Ist $(<$*) eine fur alle endlichen Gruppen φ definierte
Untergruppe und Ήl ein Normalteiler von ©, so ist S(®-$- ϊί) die eindeutig
bestimmte Untergruppe von ©, deren Bild bei der Abbildung von © auf
Q = ®/%l die Gruppe ®(g) ist.
)» 7 = 2, 3, ...
c(©) — Klasse von ©, gleich Anzahl der von der Gruppeneins
verschiedenen Untergruppen der auf-(oder ab ) steigenden Zentrenreihe.
®(p^ = Gruppe, die von alien pμten Potenzen aus © erzeugt wird.
es sei ®(p*9 1) = ®(pμ), dann ist rekurrent :
©(^ ,
 y) = {..., X*", ... } , Xe @(r, v-1), v = 2, 3, ...
φμ(U) : Gruppe, die von den pnen Potenzen der Elemente G U
wird, wurde nur fiir U C^ © verwendet.
φμ(U) = Gruppe, die von alien Elementen T 6 U erzeugt wird, die
Tplί = 1 erfiillen.
Unter © ist in dieser Arbeit stets eine endliche p-Gruppe vom Ex-
ponenten pκ verstanden.
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§ 1 : Maxίmale Untergruppen vom Exponenten pμ <^ pκ und
maxίmale Untergruppen von pμ-ten Potenzen.
D e f i n i t i o n I. Unter einer maximalen Untergruppe von © vom
Exponenten pμ sei eine Untergruppe von © von Exponenten pμ verstanden,
die nicht mehr echte Untergruppe einer Untergruppe vom Exponenten
p* von & ist, μ < K. Solche Untergruppen mogen mit Ωμ(@) oder kurz
mit Ωμ, , wenn kein Missverstandnis mcglich ist, bezeichnet werden.
Offenbar gibt es nur eine einzige Ω
κ
(©), namlich © selbst.
Ist © eine regulare p-Gruppe, so gibt es zu jedem μ<^κ ebenfalls
nur eine einzige Ωμ,(©).3)
D e f i n i t i o n II. Unter einer maximalen Untergruppe Uμ(®) = ϋμ,
wenn kein Missverstandnis entstehen kann, sei eine Untergruppe von
© verstanden, deren Elemente samtlich pμ-te Potenzen in © sind und
die nicht mehr echte Untergruppe einer ebensolchen Untergruppe von
© ist, μ < K.
Offenbar gibt es nur eine einzige ZJK(©), namlich die Einsgruppe
{!}=!. Ist © regular, so gibt es zu jedem μ<^κ ebenfalls nur eine
einzige Uμ(©) 4)
1.1. Zu jedem μ<^κ gibt es wenigstens eine Ωμ(©) bzw. Uμ(©)
Beweis. Da © den Exponenten pκ hat, gibt es in © Elemente von
der genauen Ordnung pκ. 1st also μ<^κ, so gibt es in © Elemente von
der genauen Ordnung p*. S sei ein solches. Dann ist \S\ eine Unter-
gruppe vom Exponenten p*. Entweder ist \S\ eine Oμ(©) oder es gibt
eine Untergruppe U von © vom Exponenten pμ, U^){Si Dann ist
entweder U eine ί2μ(©) oder es gibt Untergruppe Ux vom Exponenten
pμ, Ui ^> 11 u.s.w. Da © endlich ist, muss man auf diese Art eine Ωμ(©)
finden.
Da © den Exponenten pκ hat, gibt es in © Elemente von der
genauen Ordnung p*. S sei ein solches. 1st μ<^κy so ist S
plί
 Φ 1 und
\Spμ] eine Untergruppe von ©, deren Elemente samtlich p^-te Potenzen
in © sind. Der weitere Beweis verlauft wie vorher fίir ί2μ(@). Aus
dem Beweis von 1. 1 folgt zugleich :
1. 1. 2. a) Jecle Untergruppe U vom Exponenten p* von © liegt in
wenigstens einer Ωμ(@). b) Jecle Untergruppe U von ©, deren Elemente
samtlich p^-te Potenzen in © sind, liegt in wenigstens einer Uμ(©)
1.1.3 Jede Ω^©) liegt als echte Untergruppe in wenigstens einer
3) Anmerkung 1).
4) Anmerkung 1).
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Beweis. Auf Grund von 1.1.2. genugt es eine Untergruppe
nachzuweisen, die den Exponenten pμ+1 hat. Sft sei der Normalisator in
© von Oμ(@). In $ft/Ώμ(©) βibt es Elemente von der genauen Ordnung
p. 1st S ίlμ((S)/βμ((8) ein solches, so hat die Gruppe \S, Ωμ(®)j offenbar
den Exponenten p*+l. Denn jedes ihrer Elemente kann in der Form
SλT, T G Oμ(@) geschrieben werden. Da nun (Sλτγ = T± e Oμ(®) ist, wird
(gλ^μ+i __ i,
 a
ι
so
 h
at j^ θμ(©)} hόchstens den Exponenten p*+1. Ande-
rerseits hat wegen der Maximaleigenschaft von Ωμ(@) die Gruppe
\S, Oμ(@)j auch mindestens den Exponenten p^1 also hat sie genau
diesen Exponenten.
1.1.4. Jede Oμ(@) liegt in wenigstens eίner ίl
Beweis : Da jedes Element aus uμ(®) eine p^-te Potenz Spμ ist
und @ den Exponenten p* hat, ist (S^)** ~μ = S*" = 1, also hat uμ(@)
hochstens den Exponenten p/c~'A> liegt demnach nach 1.1.2. a) in einer
1. 1.5. Ist HC® w^ Oμ(®)CU, 50 isί Ώμ(@) erne Ωμ(U).
Beweis. ίlμ(©) miisste jedenfalls in einer Ωμ(U) enthalten sein. Diese
kann aber wegen der Maximalitat von Oμ(©) nicht ^> Ωμ(@) sein.
Fiir die Uμ(®) gut kein entsprechender Satz. Denn wenn S*μ in II
liegt, braucht es nicht eine ^-te Potenz in U zu sein.
1. 1. 6. Jede Uμ(®) liegt in weningstens einer U
Beweis. Jede pμ-te Potenz Spμ ist eine p^-te Potenz (S^)^"1. Also
ist ϋμ(®) eine Gruppe von p^-ten Potenzen und liegt daher in einer
1. 1. 7 #s seί ® = Ux ^> U2 ^> .-O Un ^  Uw+1 = 1 eine behebige von
© nach 1 reίchende Reihe ineinander geschachtelter Vntergruppen. Dann
gίbt es fur jedes μ Z^ K weningstens eine Ωμ(®), so dass fur jedes λ = 1, ... ,
n + 1 : Oμ(@) /^ U
λ
 = Ωμ(Uλ) (d. A. ^rZeicA βmer Ωμ(Uλ)) ist, und ϊϋenigstens
eine ϋn(®), so dass fur jedes \ — l,...
enthalt.
Hierbei sei die Definition von Oμ(®) noch fίir μ^> K dahingehend
erweitert, dass Oμ(@) — © fur /^ >> /c ist. Entsprechend Ώμ(U) — U, wenn
p** nicht kleiner als der Exponent von U ist.
Bewis. Jede Ωμ(Un) liegt nach 1. 1. 2. in einer Ωμ(Uw_0, jede ί^ U^)
in einer ίlμ(U^_2), u.s.w., jede ί2μ(U2) in einer Ωμ(Uι) = Ωμ(®). Ist Ώμ(U2)
), so ist offenbar Ωμ(U2) = Ωμ(®) A U2 u.s.w.
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Demnach gibt es wenigstens eine Reihe Ωμ(®) ^  Ωμ(U2) = Ωμ(®) f\ U2
^ πμ(u3) = Ω,(U2) Λ U3 = ίU®)ΛU3 ^  - > ίMUj - iU«»-i)A»» = -
= Ωμ(®) Λ Kn . Ebenso beweist man den zweiten Teil des Satzes, mir
wird in diesem Fall Uμ(®) ^  Uμ(U2) C Uμ(®)ΛU2 u.s.w. denn Elemente
aus Ωμ(®) kόnnen in U2 liegen, ohne p^ -te Potenzen in U2 zu sein.
1. 1. 8. 1st ξ> eine Untergruppe von © und sind Ωμ (ξ>), Oμ*(ξ>) zweί
verschiedene Ωμ(φ), so #z'6ί es keine Ωμ(®), Λ'e gleichzeitig Ωn(φ)f
Beweis. Ware Oμ(ξ>) C Oμ(®) und Ωμ*(φ) C Ωμ(©), so ware {
Ωμ*(&)}CΩμ(®). Also hatte die Untergruppe {Ωμ(ξ))f ί2*(θ)j von ξ) den
Exponenten p*. Das widerspricht der Maximaleigenschaft bezuglich
$ von Oμ(ξ)), Ωμ*(ξ)).
Ein entsprechender Satz fur Potenzgruppen Oμ(ξ>), u^*(€>) kann
nicht behauptet werden. Denn wenn jϋμ(ξ>), Oμ^C^iCUμC®) ist, folgt
noch nicht, dass alle Elemente aus {Uμ(ξ>), Uμ^f^)} auch pμ-te Potenzen
in § sind.
1.2. 7sί 51 ewe abelsche Untergruppe von ©, so isί jSί, B^-iC®)} eiwe
regulάre Gruppe.
Beweis. Sei JSI, 3,-ιC®)} = U. Dann ist U/31,.2(®) abelsch, da Si
abelsche und
 (3p-ι(®)/3,-2(®) im Zentrum von ®/3*-2(®) Hegt. Also ist
^2(U)C3,-2(®)» daher ^3(U) C 3 3^(®), -. , #,(U) C 30(®) = 1, also hat
U hόchstens die Klasse 2) — 1 und ist daher regular.
1.1.9. Der Durchschnitt ®ι,pι* (®) αZZer Ωμ(®), μ fest = 1, 2, ... , isί
Der Durchschnitt ^(®} aller ϋμ(®), ^ /esί = 1, 2, ... ,
In einer regular en Gruppe ® ist natίirlich
Beweis. Da 3P-ii®) regular ist, existiert fίir jedes μ jeweils nur
eine einzige Ωμ(3j,-ι(®)) bzw- Uμ(3jι-ι(®)) Diese Gruppen sind also
eindeutig bestimmt. Wir haben zu zeigen : Ist S € ®, Z € 3j,-ι(®) und
Spli = Zpμ = 1, so ist auch (SZ)pμ = 1. Daraus ergibt sich namlich fίir jede
ί2μ(®) : [Z, Ωμ(®)} hat den Exponenten pμ, ist also = Ωμ(®), d.h. Z liegt in
alien Ωμ(®). Und : ist S € ®, Z G 3,-ι(®). so ist S*Z* = Tpfί, Te\S,Z\.
Daraus folgt wie oben, dass Zpl* in alien Uμ(®) liegen muss. Ist nun
S G ®, so ist nach 1.2. {S, 3P-ι(®)} = W eine regulare Gruppe. Hat dann
S die Ordnung pμ, so liegt S in Oμ(U) ^  Ωμ(3j,-ι(®)) 1st also Z € Ωμ(3P-ιλ
so folgt aus Spμ = 1 = Z^ auch (£ZΓ)pμ = 1. Damit ist der erste Teil des
Satzes bewiesen. Der Beweis des zweiten Teiles ist analog, nur haben
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wir noch (B/®), @(pμ)) <C ®*μ (©) zu beweisen. Das ist aber bewiesen,
sobald wir gezeigt haben : ($/©), @(pμ)) C UμC^-iC©)). Dazu mίίssen
wir nur zeigen : Ist Z € B/®), S 6 @, so ist (Z, S*μ) = Zf , Z^ e ^
τ
(®\
Denn dann ist (Z, Sf Sf ) = (Z, Sf )(Z, Sf%2Γ, Sf , Sf ) = X^
= ΓΛ^i , ^ 2 , XB , Y £ 3,-i(®) Nun ist Z-iS-^ZS*" = ((Z,
Da (Z, S) in 3,-ιC®) liegt, ist j(Z, S),S} = U eine regulare Gruppe, also
((Z, S). S"1)^ = (Z, S r S-^μ /7 f
 v
((Zf S)f S-1)^ . Die Kommutatoren f v
V
liegen samtlich in der regularen Gruppe (U, U) d -3i>-2(®). Also ist
77 f/'4 = jr^, ZG3^2(®) und daher (Z, S^ = (Z,Sγ\S-p» X.S^γ». XMit
liegt auch S-*μ JT-S^ in UΛ3*-2(®) Also ist schliesslich (Z,S^μ)
Γe^-iC®), w.z.b.w.
Hieraus f olgt :
1. 1. 9. 1. 1st Φfμ(®) = 1, so liegt ,3/@) ^ Zentralisator von
Demnach ist stets ®ι,p.α(®)^l. Dagegen kann S)?μ(®)=±=l sein,
auch wenn p^<^pK, der Exponent von ©, ist. Um das zu zeigen, kon-
struieren wir eine solche Gruppe:
1.1.10. -275 sei ® eine endliche p-Gruppe vom Exponenten
und & = (3/®?μ (®). TFir behaupten : ΦJJ. (®) — 1.
Beweis. Jede Uμ(®)/®£μ (®) liegt in wenigstens einer Uμ(©) Wenn
wir zeigen kδnnen : Jede Uμ(®)/3>& (®) ist eine ϋμ(®), falls
@(2>μ) ist, so ist die Behauptung bewiesen. Sind nun Spμ®*μ (®),
zwei Elemente aus einer Uμ(®), so besteht eine Gleichung
also in ®: S'μ2τ'μ35Jμ(®) = ΛJ>μ3)Jμ(®) Daher
μ (@). β^ liegt in einer Uμ(®), ® μ^ (®) liegt in
jeder Uμ(®), also ist R^D* = C/ ,^ ί7e@, demnach S^T^ = Upμ. Daraus
folgt, dass Uμ(®) in einer Gruppe Uμ(®)/3)Jμ(®) liegen, also ihr gleich
sein muss, w.z.b.w.
1. 1. 11. Ist ξ>μ(®) die von alien Elementen der Ordnung < p* erzeugte
Untergruppe von ®, so enth'M ®ι, jX®) die Gruppe ίVSp
Beweis. Das folgt aus 1.1.9 sofort, denn jede Ωμ(®) ist auch eine
1. 1. 12. Z)er Durchschnitt der Normalisatoren aller Ωμ(®)
Durchschnίtt der Normalisatoren aller Uμ(®) enthίilt 3/®)
^ = 1, 2, ... .
Beweis. Es genii gt zu beweisen: Ist ZeB/®) und a) SeΩμ
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so ist auch Z-1SZ£Ω.μ(®'), b) S*μ€Uμ(©), so ist auch Z^S^z € Ωμ(®)
a) Es ist Z-^SZ^S Zi, -ZΊ 6 3,
r
ι(® ). Also liegen S und Z
in der regularen Gruppe {S, 3P-ι(®)}. Daraus folgt, dass ZΎ ebenfalls die
Hόchstordnung p* hat und demnach in ΏμC^-iC®)) C Ωμ(®) liegt. Also
liegt auch Z~'lSZ = SZl mit'S in Ωμ(®).
b) Spμ € Uμ(®). Z~1SZ = SZ1 und S liegen in der regularen Gruppe
{S,BP-ι(©)} ==tl. Also liegen S"μ und Z-*S*Z = (SZJ* in Uμ(U)
kann aber nach den Satzen uber regulare Gruppen auf die Form
, Z2€S1,.1(®) gebracht werden. Zf liegt aber in ϋμ(3,-ι(®)) also
in Uμ(®). Also liegt mit S^μ auch Z~lSpltZ in Ωμ(®).
1. 3. Uμ(3p-ι(®)) Ziβflfί im Zentralisator der von alien Elementen der
Ordnung < p* erzeugten charakterίstίschen Untergruppe ξv(@) von ©, cί.^ .
(^μ(3p-ι(®))ι ίV(®)) — 1, cZα/zer αwcΛ im Zentralisator der von alien pK~*-
ten Potenzen G© erzeugten charakteristίschen Untergruppe @(2?'c"μ) < ;^07^
®. Ist μ :> Γ^^l . so ist UμCS,-! (®)) αδe/scA.
Beweis. Wenn (ξ)μ , Uμ(3,,-ι)) = 1 bewiesen ist, folgt die zweite
Eehauptung des Satzes sofort aus ®Oκ~μ) C ξ>μ (denn S**~* = T erfίillt
5Γ1'μ = lf also ΓGξ)μ). Ist aber noch ^^Γ^ll, so ist μ^κ-μ, also
(S(2?μ) C ©Cp*-*4), daher liegt dann U^S^f®)) sowohl in ©(pκ-μ) als auch
im Zentralisator von ®(pκ"li\ also im Zentrum von @Oκ~μ). Es ist also
nur noch zu beweisen GξwΦμ(3,,--ι(®))) = 1. Das ist aber bewiesen, wenn
fur jedes S € ®, das Spμ = 1 erfϋllt, gezeigt ist (S, Uμ(3p-ι(®))) = l
Nun sei SplJ> = 1, nach 1. 2. ist die Gruppe U = {S, $>p-ι} regular
also ist (Oμ(U), ϋμ(U)) = 1. Da S G Oμ(U), Uμ(B^ (©)) C U^U) ist, folgt
(S, UμCSp-iC®))) = 1, w.z.b.w.
Wir konnen noch hinzufΐigen :
1. 3. 1. Ist μ ^  - , so liegt u/B,,^/®)) im Zentrum von
Beweis. Nach dem Beweis von 1.3. ist dann Uμ(3,,-ι(®))C @(p
C §μ(@), also liegt dann ϋμ(3P-ι(®)) in €v und im Zentralisator von
also im Zentrum von ξ)μ .
Unmittelbar folgen nun :
1. 3. 2. Uμ(3,
1.3.3. (^B.
1. 3. 4. Wenn es eίn System von Erzeugenden von © gίbt, dessen Ele-
mente samtlich die Ordnung ^p*1 haben, so ist ^(3^_ι(©))C
Denn in diesem Falle ist ξ>μ(®) = ®.
1. 4. Sίnd sJί
x
 ,
 sJί2 zwei Normalteiler von @ ^^7^c^ ist SR
 SJΪ .» so
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alle λ: 3x(@-
Beweis. 1st T G ^ (©-^Jϊi), S e ®, so ist (T, S) G 9^ C ^ 2, also T7 e 3ι
(®+-ϊϊ2), daher BiCΦ^OCSiC®-^)- Es sei schon bewiesen : 3λ-ι
(©-5-SRO C 3x-i(©-SR2). °a 3x(3-5R) - 3i(®-3x-i(®-*-5K)) ist, folgt die
Behauptung sofort.
Wenn ®*μ (®) = 1 ist, so ist auf Grund von 1. 1. 9 Uμ(3,-ι(®)) = 1,
also ίU3,-ι(®)) = 3,-ι(®) Nach 1.1.10 ist nun in
 fl = ®/<S£ ®*μ(9)
- 1, also ®ι,,μι(β)> 3,-ιCg), d. h. ®!, X®-*-®^ )^ 3,-ιC®-*-®?* )
^ 3p-ι(@) nach 1. 4. Setzen wir also fίir beliebiges μ
τ
 die Gruppe
®I,,»I(®-*-®SM) = SMI(®). so ist £f*ι(®)^3p-ιt®) 1st /*2 eine weitere
naturliche Zahl, die wir, um keine Trivialitat zu erhalten, als <^ K vor-
aussetzen, so wird in Q = ®/&μι: ®i,J^2(fl-5-S)S*2(fl))^3j,-i(fl), also Sμ2(©
H-S^C®)) ^  3,,-ιC® -^SiiiC®))- Wenn wir diese Gruppe mit 8 ,^
 μz(®) bezei-
chen und 8Ml(®) ^  3 ι^(@), 3 ι^(®-3 ι^(®)) = 32,-2(®) beriicksichtigen,
so wird nach 1.4: 8 ,^ ^ 2 ^  32P-2(®) Wir definieren entsprechend fίir
beliebiges r : %μι, μz, ... ,^.(®) :=:r ^(©—S^,...,^^). Es wird dann offenbar
Sμι,.,.,^(®)^ 3.,<p-ι)(®)- 1st c die Klasse von ® und — — -= \ = r
e
, so ist
beliebigen μl9 μ2, ... , /^i-c+i stets 8μ1,μ2,...,μr +ι(®) = ® und
regular. Wir haben also :
1.3.5. #s ist ®ι,3,M1(®^-S i^(®))^3ί,_ι(®) /ttr beliebige μι. Bezel-
chnet man diese Gruppe mit 8μ , sίnd μ.2, μ3 , ... , μfc beliebige natϊtr-
liche ZMen und definiert man : Sμι, μz, ... , μfc(®) == ®lf ^fc(® -r-®*^®
-^
s/n,μ
 2,... ,μ*-ι))> -° ίsί 8μ ι,μ 2,...»^(®)^3fc(p-i)(®); also wenn c die Klasse
— ^ r = r
c
 ist : £μι, μ2,...,μr +ι(®) — ®Lp — 1J cvon
1.5. Es ist lC®ι.p^®ι.p2^ — ^ ®ι.»«-1^®ι,p« = ®.
Beweis. Es sei T G ®lf|,μ, S habe die Ordnung p*+
l
. Dann wird
=
 (S'TJ", T! € ®lf ^  . Also hat S^ die Ordnung ^  2?μ, daher
''
1
 = 1 daraus folgt Γ€® l f |,μ+ι also SWCS^+i.
D e f i n i t i o n III. Es sei fur alle v = 2y 3, ... und alle //,: ®v,pμ(®)
= ®ι,pμ(®-ί-®v-ι.*ιO. m.a.W. : Ist ®/Φ
v
-1>pμ = ®f so ist ®v,χ®) die der
Gruppe ®!,^(®) in ® entsprechende eindeutig bestimmte (charakte-
ristische) Untergruppe.
D e f i n i t i o n IV. Es sei fίir alle μi9μ2: ®A,μι,pμ2 = ^ i,^®-^®!:^ !)
und entsprechend fiir alle ^=3, 4, ... : ®pμι,pμ2,...,l,μv=®JL,f.μv(®-ί-®1,μι>...,l,μv-ι).
Man erkennt aus ®X®)^5l sofort: ®
v
,pμC®)^)®v-ι,pμ(®), falls
l f ,, ... , -^C®), falls
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Man konnte also Φ
v
,pμ = 3V, „*,...,„* schreiben.
1.5 1. S>
v
,
(Hierbei ist fur /o ^  * : βp(3p-ι) = Ω*(3p-ι) = 3p-ι)
Beweis: Zunachst gilt fur beliebige Normalteiler 31 von ® nach
1.4: 3p-ι(®-δ-9ϊ)^ 3p-ι(®)» 3j»-ι(©) ist eine regulare Gruppe in jeder
regularen Gruppe fft gilt aber fiir alle μ
ίy μz: Ω,μz((3t-τ-Ω,μl') = Ω
Damit folgen sofort beide Behauptungen von 1. 5. 1.
Aus 1. 5. 1 folgt :
1. 5. 2. Ist vμ :> tc, SO
Halten wir μ fest, so muss die Reihe 1, Φ1>pμ,3)2,pμ>... mit © schlies-
sen. Es gibt also fίir jedes μ einen nur durch μ und © bestimmten
Index ίX», so dass S)
vCμ>, *μ = ®, ®vcμ)-ι,^C © ist Demnach kann
» p f * hochstens den Exponenten ^>μ haben, also ist ®^CM)-I,^(®)
Ferner kann offenbar fur beliebiges Z = l, 2, ... die Gruppe
®
z+1,pμ/®ί,pμ hochstens den Exponenten p
μ
 haben. Also wird S)
v(μ)βl,pμ
^®(3>μ), Φ
v
cμ)-2^^®(Pμ.Pμ) = ®(ί>μt2) u.s.w. ®
Daher ®(pμ, v(^)) = 1. Demnach gilt :
1.6. Hat die Reihe S ,^^ , S)2,^ ,..., © ώie genaue Lange u(μ)9 so hat die
Reihe ®(pμ), ®(^ μ, 2?μ), ... , 1 hochstens die Lange v(μ).
Ist nun κ~— +1 = λ, so ist nach 1. 5. 2. : ®
λ
,pμ^ 3P-ι » ^Iso S)2λflrft
^3J,-ι(®-5-3p-ι) = 32p-2» u s w ®pλfj-t^3p(j,-i). Ist nun c die Klasse
von © : also 3C = © und p = ^^r U 1, so ist /o(p— 1) ^  c, also SP^-D = ©
und daher S)pλ, ^  = ©.
Es gilt also
Die hieraus fίir die Lange der Reihe ©, ®(pμ), ®(pμ, 2), ... folgende
Einschrankung kann man erheblich verscharf en : Ist wieder λ = κ~~
I μ J
4-1, so ist @(2>μ, λ^fΓjX®). Denn ®/Hp(®} hat die Klasse p-1, ist also
regular, daher ©Oμ, λ) Hp(®) = ®(pμλ) H9(®) = Hp(&). Ebenso ist
Hp(®)/Hp2(®) regular, und aus @(pμ, λ)C^(®) folgt also @(^ , 2λ)C#p2(®)
und allgemein ®(pμ, σλ) C Hpσ(®). Ist also c die Klasse von ®, d.h.
= l und
 σ
 = - + α , so wird ©(^ , σλ) = 1, d.h.Hog
1. 6. 2. Die Lange der Reihe ®(pμ), ®(pμ, 2), ... , 1 ist nicht grosser als
wenn
 © dig ffi
αss
e c hat.
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1.7. 1st %l ein beliebiger, $R ein regulάrer Normalteiler von © (d.h.
ein Normalteiler von ©, der eine regulare Gruppe ist}, so ist (3ι(®-*-®ι.
Beweis. Zunachst sind 3)^ (9*), u/*(SR) charakteristisch in sJί bzw.
91 bzw. SR ebenfalls Normalteiler von ®. Nun sei
Γ G 31. Dann ist S"1Γ*μS== (5-^5)^== (T(r,S))^.
ist, liegt (Γ, S)βS)1,lrfι(5R), hat also die Hochstordnung pμ. Da Γ in SR
liegt, liegt auch (Γ, S) in 5R, als Element von der Hcchstordnung pμ also in
ΩμCSft). Also wird S~lTpli'S = (T(S,Ty)^ = T*>11; mithin (S, Γ'μ) = l, w-z.b.w.
3ΐ kann hierbei jeder belie bige regulare Normalteiler von © sein. Da
stets (Uμ(9l), 3ι(®-5-S)ι,m*(9ίl))) = l, gut ^uch fur die Vereinigungsgruppe
V7 UμίSft), wobei 9ΐ alle regularen Normalteiler von © durchlauft :
1.7.1.
Hier ist folgende Tatsache von Bedeutung :
Jeder Normalteiler ^> 1 von ® enthdlt wenίngstens einen regularen
Normalteiler ^> 1 von ©
Beweis. ξ> sei ein beliebiger Normalteiler von ©. Ist ξ) regular,
so ist nichts weiter zu beweisen. Ist ξ> nicht regular, so ist die Klasse
c von ξ> grosser als p— 1 und dann sίnd B^-iCΦ)* -^[jQ+iC^) regulare, in
ξ) enthaltene Normalteiler ]>1 von ©.
Demnach wird i.a. die Gruppe \J u/*(3R) recht umf angreich sein. Es
ist klar,. dass sie charakteristisch in © ist.
•Jέ kann in 1. 7. Oder 1.7.1 jeder beliebige Normalteiler von ©sein.
Also gelten 1.7. und 1.7.1 auch, wenn man in ihnen 3ι(®-s-®ι,p/u(;K))
durch die Vereinigungsgruppe \J 3i(®-^®i,m*(5R)) ersetzt, wobei 9ΐ alle
m
Normalteiler von © durchlauft. Natiirlich ist diese Vereinigungsgruppe
charakteristisch in ©. Also
1.7.2. (W3ι(©-®
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1-8. (V 3ι(© -*-3>lf X?i))> W
Wir kόnnen aus diesen Satzen weitere Vertauschbarkeitssatze gewinnen
mit Hilfe des folgenden allgemeinen Satzes :
1. 9. Smd 9llf
 SJ12 zwei Normalteiler von © ^^cZ ist (%119 5R2) = 1, so ist
(3x(®-*-3ΪO, 
λ^
,ι (sJί2)) = 1, λ = 0, 1, ...
Beweis. Zunachst gilt der Satz nach Voraussetzung fίir λ == 0. Es
sei λ ^  1 und der Satz gelte fur λ-1. Nun ist (3
λ
(®-^-9ίί1), ^λ(®))C sJϊι
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denn setze man ®/%ll = g, so ist Ά\(®-^^ι)^ι . == 3λ(g) und
ff
λ
(®)SRι/S»ι, sowie (3A(fl). #λ(g)) = 1, woraus
folgt. Waiter ist HβΛJζHά®)f\Vl29 also (3λ(®- ι^), #λ(^2)) C
= 3i(5Ri)ASi(5«a) (wegen (3ϊlf 912) .= 1). Nun sei Zλe3λ(®-*-^ι),
S 6 #
λ
(sJi2), Γ e 5ft2 . Wir haben (Zλ , (S, Γ)) = 1 zu zeigen, urn unsere
Behauptung zu beweisen: (Z
λ
, S~1T~1ST) = (Z
λ
, T~lST)(Z
λ
, S-1), da
= 1, wegen
\ S) (da (ΓZ
λ
Γ-
ZΓVSXΓ-1, z
λ
"S S, Z
λ
)-(^
λ
, S). Nun liegt (ΓΛ Zr^eBx-iC®-^!),
S € H
λ
(5R2) also ist nach der Induktionsvoraussetzung ((T"1, Zx"1), S) = 1.
Damit folgt (Z» T-*Sr) = (Z» S), also \Z» S~lT-W) = (Z
λ
, S)(Z
λ
, S-1) = l,
denn 1 - (Z
λ
, 1) = (Z
λ
, S^S) = (Z
λ
, S)(Z
λ
, S^/Z,, S"1, S) = (^
λ
, S) (Z
λ
 ,
S-1), da Se9ίί2, (Zx^-^eSiOlί) ist..
Damit ist unsere Behauptung bewiesen.
In 1. 9. ist © nicht notwending eine endliche Gruppe.
1.9.1. Sind $119 %12 zweί Normalteiler von © und ist (Six, 312) = 1, 50
isί die Klasse von %12 hochstens um 1 grosser als die Klassen von
M?iίZ die Klasse von 9^ hochstens um 1 grosser als die Klasse von
Beweis. Ist c die Klasse von ®/5Rι, so ist 3
c
(@^9ΐι) = © und nach
1. 9. (©, tf
e+1(9ϊ2)) ==? 1, also Hβ+1(5R2) C 3ι(®), daher ffe+2(9la) = 1. Also
ist die Klasse von 5Jί2 dann hochstens = c + 1.
Die Anwendung von 1. 9. auf 1. 7, 1. 7. 1, 1. 7. 2, 1. 8 ergibt :
1. 7. 3. Ist 31 ein belίebiger, 91 ein reguldrer Normaltdler von ©, so ist
= 1 λ, ,* = 1, 2
 f ... , .
-0^ ))) = 1 λ = 0, 1, ... μ = 1, 2, ... .
1. 7. 4. /si ?i em beliebiger Normalteiler von ©, Zαssί mem 91 c&Zie re^^-
iαren Normalteiler von © durchlaufen und bezeichnet 5Sμ (©) die Fereim-
gungsgruppe aller θμ(9ί), so isί
=1 λ = 0, 1, ... /» = 1, 2, ... .
1. 7. 5. /si 91 ein reguliirer Normalteiler von ®, Itisst man 31 alle
Normalteiler von ® durchlaufen und bezeichnet ®μ(®) die Veretnigungs-
gruppe aller BiC®-5-®!,^ ^)). 3° ist:
= 1 λ = 0, 1, ...
 μ = 1, 2, ...
= 1 λ = 0, 1, ... μ = 1, 2, ...
1. 8. 1. Haben ®μ(@), 58μ,(@) die gleiche Bedeutung wie in 1. 7. 5, 1. 7. 4,
so ist (&(©-5-3U®)). S
λ+ι(S
λ = 0, 1, ... μ = 1, 2, ... .
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Auch fίir die ®(pμ, y) konnen wir hier eine Vertauschbarkeitsrelation
aufstellen (im nachsten Paragraphen werden wir weitere solche Bezie-
hungen erhalten).
Es wurde oben f estgestellt : 1st λ = ^ + l, so liegt
in ί/^X®), σ = 0, 1, ... . Auf Grund der Hallschen Relation: (3V(®),
#
v
(®)) = 1, v = 1, 2, ... haben wir also :
1.10. (®(?Λ σλ), 3X®)) = 1. σ = 0, 1, ... ttwcZ cfaβer rcαc/ί 1.9.
2...; p=0,l,...; σ = 0 f l , ...
£Γαί © die Klasse c, so ist fur alle y = 0, 1,... : 3V(®)^5 #c+ι~v(®)
Also folgt noch (Hp+1(®(p*, σλ)), #c+ι-pσ~p(®)) = 1.
§2.
In diesem Paragraphen definieren wir neue charakteristische Unter-
gruppen Uf,^(®), U
v
,^(®), v = 0, 1, ... , μ = 0, 1, ... , K, die eine wichtige
Rolle in der Theorie der endlichen p-Gruppen von einem Exponenten
pκy K ^> 1 spielen. Wenn kein Missverstandnis entstehen kann, werden
wir fur U*^(@), U^^C©) einfach U£^, U
v
,^ schreiben.
Die Gruppen Uf,p, U^pμ und Beziehungen zwischen ihnen und ©:
Die Menge aller Elemente T e ®, die mit jedem Element S e © fίir f estes
μ die Gleichung (SΓ)wμ = S^T" erfullen, werde mit Uf)ljμ(®) = Uf,^
bezeichnet, /A = 0, 1, ... . Die Menge aller Elemente TG®, die mit jedem
Element Se® fur f estes μ die Gleichung (ST)pμ = Spίί erfullen, werde
mit Ui.irftC©) = U^pμ bezeichnet, /^ — 0, 1, ... .
"2.1.1. Uf>2)μ wncZ U^^α sind charakteristische Untergruppen von ® und
ttί>uμiΞ5ttι>2^ Uj,^ Aαί hochstens den Exponenten p* .
Beweis. Liegen T
λ
 und T2 in Uf,^ , so auch T^2 € U£^ , denn fίir
beliebige S aus ® ist (ST^^ = (ST^T^ = SJpμΓ1*μΓ2'μ = S^T^^.
Also ist Uf,^ eine Gruppe. Offenbar fuhrt jeder Automorphismus von
® diese Gruppe in sich selbst uber, also ist sie charakteristisch in ®.
Auch Ulfϊ>μ ist eine Gruppe, denn fίir S£®9Tl,T2£nl,pμ hat man :
(ST1T2γμ'^=(ST1γμ' = Spμ'. Es ist klar, dass auch Hlfpμ charakteristisch
in ® ist. Wahlt man S = E (= Einselement von ®), ΓeU1>pμ, so hat
man (£T)»μ = E*1* = E = Tplί, also hat UlfJ* hochstens den Exponenten
p*. Daher erfullen die Elemente T G U lf^ geforderte Relation (ST7)^ =
also ist U ^ C U f , ,
2.1.2. 7w U*1>pμ(®) δiicZeί die Menge aller Elemente von der Ordnung
p* die Gruppe U1)lrft(©).
Beweis. Sind T^ T2 € Uf>3,μ und ist Γf = T? = 1, so ist (T^T^ =
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Γf . Γf=l. Also bildet die Menge aller Elemente T € U?,^, deren Ordnung
^pμ ist, eine Untergruppe 33. Da aber gleichzeitig fur diese Elemente
T und beliebige Elemente S 6 ® gilt : (S!Γ)pμ = spμΓpμ = S1*4, ist diese
Untergruppe SBCUi,^. Da nach 2.1.1 aber auch ^OU^^ ist, folgt
I s t© ein direktes Produkt © = (S^ x® f c, so ist
... Denn ist
@). Andererseits muss aberalso#U*χ@OCU*,μ(
C Π Uf,^(®«) sein 5 denn: ist T G Uf,^(@), so ist T eindeutig als ein
ί=1
 Jfe
Produkt Π Tt von Elementen Ti^.®i darstellbar. Wahlt man etwa S1
i = 1 J, r.
beliebig aus ©.. , so hat man (S^ * «= Sf 21*" =Sf Γ,1* = Sf Γf ( Γ,)
= (S1Γ1Γ(^Γ,Γ also (SiΓ,
2Ί e llf,^(© ) und allgemein : T{
und daher U*^(@) =/7U*^.(G
alle d.h.= Sf Γf fur
Ebenso beweist man: ttj,^©) =
. Dann ist (SΓ)"μ = 5*1"*, (S-121-1)pμ
also (275)t>(1 = 7*5**, aber auch (ΓS)*
-
1
 = 2Tί>μSpμ also (S'"4, Γί>μ-1) = l, daher
2.1.3. (
Beweis. Es sei S €
_
 s_«. r-w
= 2τ(STΓ)ί>T-1
 =
(Spμ, Γ) = 1, w.z.b.w.
2.1.4. UiVC3ι(®^-U1)3),).
Beweis. Nach 2.1.3 ist fur beliebige S 6 ®, Γ 6 Uf)1)pl : (Γ, S1"1) = 1.
Nun ist (Γ, 5"^  = ((r, SO-S-1)^*. Da mit Γ auch (Γ, S) in Uf,^ liegt,
ist ((2t,S) S-1)Wi = (Γ,S)|l|'.S-1*, also hat man: 1 = (T, Sp|t) = (Γ, S)"μ.
Demnach hat (T, S) die Hόchstordnung p* und liegt in Uf>Jrfl also nach
2. 1. 2 in U1)3,μ. Folglich liegt (Uf)Jrfl, ©) in U1(J)μ. Nun ist gerade
BiCΘ-ί-ULpμ) die Gruppe aller Elemente aus ©, deren Kommutator mit
jedem Elemente aus © in U
:>7,u liegt. Mithin folgt aus (llf,^,
= 3ι(®-=-βμ)
da die Kom-
2. 1. 4. 1. In eine regularen Gruppe ® ist n1>pμ. — Ωμ., U
Denn S £ ®, T e Ωμ , (SΓ)"μ = S"μΓp|1 // (fv(S, Γ))"1* =
V
mutatoren f
v
(S, T) samtlich in Ω
 μ liegen, also ΏμClXi,^; da aber ίlμ alle
Elemente der Ordnung <; pμ enthalt und U^^ den Hochstexponenten p*
hat, ist auch Ωμ,^Ulfpμ.; also Ω μ = Uι> l ϊ fι. Ist andererseits
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ι(©-s-αθ, so ist (STγμ = S'"ίT'"Lff(^(S,T}γlί = S>"ίT''μ> da die Kom-
V
mutatoren f
v
(S, Γ) samtlich in Ωμ liegen. Demnach ist 3ι(® *-Ωμ) C Uf,fμ .
Zusammen mit 2. 1. 4 ergibt das : In einer regularen Gruppe ist Uf f j r f*
= 3ι(®-*-U1.1,μ), !W = Ωμ.
Es ist offenbar in beliebigen regularen oder nicht regularen Gruppen
2. 1. 5. /^ϋr beίiebige μ = 0, 1, ... , *; ftiZdeί die Menge der p*-ten Potenzen
der Elemente £Uf,^ emβ Gruppe tr^llf,^), die m ® charakteristisch ist.
Es ist Uμ(Uf,*)C®*μ(® Ferner ist Ultlί C &W(®).
Beweis. Sind T15 T2 eUf,^, so ist nach der Definition von Uf f j r f f t
(Γ_Γ2)pμ = 7Vμ!Γ/μ. Also bilden die p^-ten Potenzen der Elemente aus
Uf,^ eine Gruppe Uμ(Uf,^), die selbstverstandlich in Uf,2?μ charakteristisch
ist; da ttf,^ in © charakteristisch ist, ist auch Uμ(U*ι,ι>/0 in © charakte-
ristisch. Ist weiter T e U*lf pμ, S € ©, so ist S^Γ
1
^ = (SΓ)pμ daher muss
Γ
pμ
f also Uμ(ttf,2?μ) in jeder Uμ(©) liegen, also im Durchschnitt ®ίj?μ aller
Uμ(@) (wobei μ natϋrlich festgehalten ist). Ebenso folgt, dass U^^ im
Durchschnitt aller Ω/©), also in ®1>ί>μ liegen muss.
2. 1. 5. 1. Ist ®f,X®) = 1, so ist Uf,^ = Ulf
Denn
Die Gruppen Uf,^, U^μ erhalten ihre Bedeutung durch den folgenden
Satz und die auf ihm beruhenden Satze :
2.1. 6. Es ist Ult pμ, ^  Ωμ(3,,-ι(®)).
Beweis. Zunachst sei daran erinnert, dass 3P-ι(©) eine regulare
Gruppe ist und dass nach 1.2 sogar fίir beliebige Se© die Gruppe
{S, 3ί>-ι(®)} regular ist. Ferner ist Oμ(3p-ι(®)) charakteristisch in ®.
Es sei S € ®, T 6 Oμ(3p_!(3)). Wir haben zu zeigen (STY* = S^. ST
liegt in der regularen Gruppe {S, T} = 93, also T G Ωμ(9S), (ST)pμ =
Sp TPllf][(^v(S9 Ty)p = Sp w.z.b.w.
Aus 2.1.6 geht hervor, dass Ulfpμ nicht lediglich trivialerweise
gleich ί2μ(3ι(®)) ist. In Anbetracht dieser Tatsache ist der folgende
allgemeine Vertauschungssatz wichtig:
2.1. 7. (3ι(®-lW), ®(Pμ)) = 1 also
(BλC®-^-^,^), H
λ
(®(p<Ly)} = 1, λ = 1, 2,...
(#
λ+ι(3ι(®-iW))> 3λ(®-®(Pμ))) = i, λ = o, i,...
Beweis. Auf Grund von 1.9. geniigt es, die erste Relation zu
beweisen : (SiC®-*-!!!,^), ®(Pμ)) = 1, Es sei also S G ®, T € 3ι(®-s-ttι,inO
Wir haben T^S^T = Spμ> zu zeigen. Nun ist T-1SrμT^\
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= 'OS-OS, T))pμ = Spμ, da (S, T) e 1W ist. Also (Γ, S«*) - 1, w.z.b.w.
2. 1. 7. 1. (3,(®-lW),®(Λ *)) - (3,(®-lW), ®(p*»)).
Beweis. Es ist ®(pμ, v)J?/@(pμ)) = WV)#*(W)), denn ©Oμ)/
) ist eine regulare Gruppe; also ®(pμ, ^)C ®(^v) Hp(®(pμ)}, daher
da nach 2. 1. 7. (3/®-lW), #p(@(2>μ))) = 1 ist. Andererseits ist
offenbar ®(pμv) C ®GΛ v), also (3,(®-s-lW)f ®Oμ, *))^
®(2>μv)) Damit folgt die behauptete Gleichheit.
Aus 2.1.7.1 ergibt sich fiir v =
2.1.7.2. (3(©-s-Ulf
In einer regularen Gruppe ® ist: (S(pμ) = uv(®) und (s.o.)
— Ωμ(®). 2. 1. 7 liefert dann den aus der Theorie der regularen p-
Gruppen bekannten Satz (3ι(®-ί-<Ωμ), UiO = l Also ist 2. 1. 7 eine genaue
Verallgemeinerung auf beliebige endliche p-Gruppen ® des erwahnten
Hallschen Satzes ίiber regulare ^-Gruppen.
Eine weitere wichtige Vertauschbarkeitssrelation besteht zwischen
den Elementen der Gruppe ξv(®) = ξ)μ , die aus alien Elementen der
Ordnung <C p1* erzeugt wird einerseits, und den Elementen aus
andererseits :
2.1.8. (ξ)μ, u^(Uf,^)) = l
λ
 -
Beweis. Wir haben wieder nur die erste Formel fiir λ = 0 zu
beweisen, also (ξ>μ, UμOlf,^)) =r l Das ist bewiesen, wenn wir gezeigt
haben: Es gibt ein System von erzeugenden Elementen ... S ... von ξv
von der Art, dass mit jedem Element T aus Uf,^ die Beziehung (S, Tptlί} — 1
besteht. Nun kann φμ nach Definition aus Elementen der Ordnung < p
μ
erzeugt werden. Wir werden also zeigen : Ist Sp* = 1, S € ®, T 6 Uftfμ, ,
so ist (S, T*μ) = 1.
Zunachst haben wir : (S, T^} = ((S, 2> ίΓ"1)^ T7^ = (S, Γ)pμ T7-^- Γ^μ
= (S, rrμ. Wir haben (S, τγμ = 1 zu zeigen. Nach 2. 1. 4 ist : (S, Γ)
eUi,^, also (5,7)^ = 1, womit 2.1.8 bewiesen ist.
Offenbar ist £v(®) ^  ®(2>κ-μ) denn ®(pιe-μ>) kann aus Elementen Spli^
erzeugt werden, diese haben aber samtlich die Hδchstordnung pμ, liegen
also in ξ)μ(®). Also folgt aus 2. 1. 8 :
2. 1. 8. 1. (®(r-μ)> Oμ(U ffpμ)) = 1
2.1.9. ί75 sei Se®, ΓG^Θ-f-Uf,^). Z?oww ist (S^μ, T) = (S,
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Beweis. (S"9 Γ) = S-*%S OS, Γ))"1 = S-*>μ Spμ(S, T}^ = (S, Tγμ, da
(S, T) e Uf,
ίjμ ist. Ebenso (S, T*μ) = ((S, T) Γ"1)^- T"μ = (S, 2yμ T~pμ
= (S, Γ)pμ. Also (S"μ, Γ) = (S, Ty» = (S, Γ*μ). w.z.b.w.
2. 1. 9. 1. Ist Se®, T e SiC®- !^!*^), so sieAt ede der drei Gleίchungen
(S,pli T) = 1, (S, T7^) = 1, (S, T)"μ = 1 die beίden andern nach sich.
2. 1. 9. 2. (®(pμ), 3ι(®-U*,μ)) - (®, φμ3ι(®-Ur>pμ)) C U,(U*X).
Denn nach 2. 1. 9 liegt jedes erzeugende Element von (@(pμ),
^(©-v-Uf,^)) in (©, ^ Bi(®^Uf,^)) und jedes erzeugende Element von
(@, ^3i(®-Uf,^)) in (@Oμ), 3ι(®-f-Uf, ^ )). Also sind beide Gruppen
einander gleich. Fίir Se®, ΓeSiC®-^!!?,^) liegt aber (S, T) in Uff jιμ,
also (S, !Γ)pμ in u^CUf,^), wie behauptet wurde.
2.1.9.3. (£v, Bi(®-Uf,^))CU
:
,^.
Beweis. Es genugt nachzuweisen : Ist Sj, S2,... ein System von
Erzeugenden von ξ)μ , Γ beliebig aus 3ι(®-^Uf)ί)μ), so liegen (Sx , Γ), (S2 , T),
... in Ux,^ . Denn dann liegt auch (S^ , Γ) = (S, , ΓχSx , T, S2)(S2 , Γ)
in lli, j»μ Nun kann ξ)μ aber von Elementen S, die Spίl — 1 erf iillen,
erzeugt werden, also 1 = (S*μ, Γ) = (S, T)pμ. (S, Γ) hat also die Hόchs-
tordnung pμ und liegt in Uf,^also nach 2.1.2. in Uljpμ..
2. 1. 10. Es ist
<0 (3
λ
(®
6) (H
λ+1(
~ '"•
Beweis. Ist Se@, Γe3ι(®-^Uf>Jrfi) und T^μ = 1, so ist nach 2.1.9.
(S"μ, T) = l, also (®(pμ), T) — l. Da §μ(3ι(®-Uf,^)) aus Elementen T7, mit
Γf* = l erzeugt werden kann, haben wir demnach (©(^ ), ^(3i(®^-Uf,^)))
= 1, woraus die Formeln a) und b) folgen. Ebenso : Ist £^μ = 1,
T € 3i(®-Uf,^), so ist nach 2. 1. 9. (S, T^ = 1, also (ξv(®), T^μ)r=l, daher
auch (£v(®), 5βμ(3ι(®-5-U£^))) — 1 das ergibt die Formeln c) und d).
Der von P. Hall (Verbal and Marginal Subgroups) bemerkte Dualismus
" order- power structure „ macht sich in 2. 1. 10 in interessanter Weise
bemerkbar. @(;ppμ), ^(3i(®-^-Uf,^)) sind die kleinsten Gruppen, die alle
Elemente X enthalten, welche einer Gleichung X = Γ^μ, Y e ® bzw.
Γ€3ι(®-Uf^) geniigen. φμ(®) bzw. ^(3i(®-Uf,^)) sind die
kleinsten Gruppen welche alle Elemente X enthalten, die der Gleichung
XPIL = 1, Xe® bzw. J£e3ι(®-^-Uϊ;2jμ) geniigen. Durch die Vertauschung
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der Begriffe : jr-te Potenz— Ordnung y* gehen £>μ(@) bzw. ^(3i(@H-llf,^))
in ©(p^) bzw. iVCBiC®-*-!!*^)) iiber und umgekehrt. Dabei gehen die
Satze lOa), lOb) in lOc), lOd) und lOc), lOd) in lOa), lOb) ϋber.
B e m e r k u n g : In nicht regularen p-Gruppen kommt es oft vor, dass
fur irgendein μ<^κ, ξ>μ(@) = ® ist : z.B. ist in den p-Sylow-Gruppen ©
der symmetrischen Gruppen stets @=ξ>1(@), obwohl der Exponent beliebig
gross werden kann. Ist ξ>μ(@) = @, so folgt aus lOc):
C &(©)•
2. 1. 11. (®O<0, €>μ(®), 3ι(®-^Uf)pμ)) = 1 also auch
(3
λ
(®-K®(2>μ), £,(©)), ffx+iOUQ-i-Uf.nO)) = 1 λ = 0, 1, ...
λ
.ι(©-Uf)2,μ)) = 1 μ = 0, 1, ...
Beweis. Wir haben nach 1. 9. nur die erste Formel zu beweisen. Dazu
benutzen wir folgenden Satz von P. Hall : Sind 8, TO, 9Ϊ drei beliebige
Normalteiler von ©, so ist jede der drei Gruppen (2, TO, 9Ϊ), (3JZ, sJί, 8),
(31, 2, ςJJί) in der Vereinigungsgruppe der beiden anderen enthalten.
Es sei 8 = ©(p"), 2Jί = BiCΘπ-Uf,^), 5R = ξy(@). Dann liegt (8, 3»)
nach 2. 1. 9. in uμ(Uf,^), also wird nach lOc) (8, 501, 9ϊ) = 1. Ferner
liegt (TO, 91) nach 2. 1. 9. 3 in U1>pμ., also wird nach 2. 1. 7 auch (TO, 5R, 8)
(8, TO, 31) = 1. Daher ergibt der Hallsche Satz : (9?, 8, TO) = 1, d.h.
(ξ>μ(®), ®(p^, 3ι(®-5-Ufi^)) = 1 w.z.b.w.
Auch dieser Satz steht unter dem oben erwahnten Dualismus :
Vertauscht man die Begriffe : j?μ-te Potenz — Ordnung pμ, so geht
in ξ>μ(@), ξ>μ(@) in @(pμ), also (®(pμ), %(©)) in sich selbst iiber.
2.1.12. . . - ,
 =
μ
Beweis. Wenn die erste Formel bewiesen ist, folgt die zweite sofort
durch Vertauschung von μ und K— μ und Anwendung des im Beweis
von 2. 1. 11 benutzten Hallschen Satzes.
Nach 2. 1. 9. 2 ist (©, ^ K_μ3ι(® -*-Uf, ^-^y^Ό^Vίf, „"-*)• Die Elemente
dieser Gruppe sind aber samtlich plt~μ-te Potenzen, haben also die
Hochstordnung pμ und liegen daher in φμ(©). Also ist
-s-Uί^-f))^^®) und da nach 2. 1. lOc) (ξ>μ(@), ^3ι(®
ist, folgt (®, fβ.-μBiCΘ-ί-tlδ^^), ^ (©-^V)) = 1 w.z.b.w.
Folgerung: (^BiC©-^*
2. 1. 13. (©, φ2 μ3(®-U l t))
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Beweis. Es sei Se®, 2τe,82(®-s-ϊl1,1,μ). Wir zeigen : (S, !P2μ)
= OS"2μ, Γ) = (S, T)»2μ = (S»μ, 27* = (S, Γ"1)* = (S"μ, 2"*), daraus folgt
der Satz. (S, 2"1") = (S, 2tJ-y, denn (S, 2"1") s= (S, 2τ*μo>μ-1)) (S, 2"*)
(S, 2"", 2»"u*-1>) = (S, r**"1'-^) (S, T"μ} u.s.w. denn (S, Γ*μ) € 3ι(®-U1; pμ)
ist nach 2. 1. 7. mit alien pμ-ten Potenzen vertauschbar. (S,
= (S, 27*17, U 6 U1( „<©), denn (S, Γ, Γ), . . . 6 UL w . Also (S,
= (S, T»y = (S, Γ)D2μ. Mit derselben Eegrundung finden wir : (S"2μ, Γ)
= (S*, 77)*"1 = (S, Tγίμ und (Spμ, Γ1*) = (S ", Γ)"" = (S, Γ)2'2'4. Also haben
wir (S, Γp2μ) = (S, Tty* = (S, Γ)"2" = (S''2'1, Γ) = (S"μ, 2t) * = (S1*, T*μ)
w.z.b.w.
Alle Elemente der Gruppe φ2μ(@, 32(®-^U1Jί)μ)) sind 2?2μ-te Potenzen
aus SiC©-*-^, ^ ), denn ^  , S2 6 ©, Γα , T2 € 32(©-4-U1>w)((S1 , Γ )(S2 , Γ2))"2μ
= ((S, , ΓO* (S2 , T2ΓUΓ = ((«! , Γ )"μ (5, , 2τ2)"μ)"μ (da U € U1( w)
= (S1,Γ1)'ϊμ(SI,Γs)>*', da (S^ΓOΛ (S2,Γ2)"μ in @(pμ) A 3i(®-UlfW)
liegen, also nach 2. 1. 7 miteinander vertauschbar sind.
Entsprechend beweist man: Jedes Element aus 5pμ(©(pμ), 32(®-r-U1)W))
bzw. Sβμ(®, SβμBzC®-*- !^*)) ist cine ί)μ-te Potenz eines Elementes aus
Uι,^ bzw. (®,5R.3(©-s-tli,..
2. 1. 13. 1. Jede einzelne der folgenden seeks Gleichungen zieht die
ubrigen funf nach sich, wenn T 6 32(@-ί-W1)J,μ) ist : (S*2", T) = 1, (Spμ, Γ)'μ
= i, (S, τ»μγμ = i, (spμ, τpμ) = i.
2. 1. 13. 2. (&Λ©), φ^a^Θ-ί-Ui, »,)) = 1.
Denn §2jx(®) kann von Elementen S mit S1)2μ = 1 erzeugt werden.
Wegen 2. 1. 13. 1 ergibt sich :
daher, nach 1. 9
b
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a) und b) zeigen wieder den oben erwahnten Dualismus : Werden die
Begriffe p2μ-te Potenz — Ordnung p2fjί vertauscht, so geht a) in b) und b)
in a) iiber.
2. 1. 13. 3. (@(2Λ 2), 32(®-*-lW))
Denn @(Λ 2) C @(2>2μ) ^ 2(®(^)) und (ff2C®(pμ)),32(®-« U1,pμ)) = 1 nach
2. 1. 7.
2.1.14. CH
λ
(®),5βμ3x(®-U1,pμ)) = l λ = l,2, ...
OW#
λ
(©)), 3
λ
(@-lW)) - 1 A* = 1, 2, ...
Beweis. Sei S€£T
λ
(®), Γe3
λ
(®-*-Uι,*ιO. dann liegt (S, Γ) in
Ulf ^  . Also (S, T^μ) = ((Sf Γ> T-1^. Γ^ = (S, TΓ - 1 und (S"4, Γ)
= S-pμ(S (S, Γ))pμ = S-pμ-Spμ = 1.
Folgerung: 3ι(® ^-U1,Jμ*)/3ι(®) hat hδchstens den Exponenten pμ,
denn fίir λ = l ergibt sich aus obigem Satz : $βμ(3ι(®-*-ttlfJ>μ)) liegt in
3ι(®) Ebenso ergibt sich fiir beliebige λ : Bezeichnet $jff
λ
(©) den Zen-
tralisator in ® von £Γ
λ
(®)f so hat 3λ(®-*-ttι,,μ)/Λffλ(®) A BλC®-!!!,^)
hδchstens den Exponenten^. Und: Bezeichnet β3λ(®"5 Uι,pμ) den Zen-
tralisator in © von BxC®-^,^), so hat H
λ
(®}/H
λ
(®} f\ ^Bx
hδchstens den Exponenten pμ. Speziell : 1st c die Klasse von
so hat £ί-
c
(®)/^c(®) A 3 (®) hδchstens den Exponenten p*.
Nach 2. 1. 7 und 2. 1. 14 liegt also H^(®(p^^H
λ
(®) im Zentralisator
von 3λ(®-*-Uι,j,fO
Da H
λ
(®} von /^ unabhangig ist, ergibt sich aus 2. 1. 14 :
2.1.14.1. Vy^V3λ(®^-Uι,»μ) liegt im Zentraίίsator vonμ
Die erste Aussage von 2. 1. 14 lasst noch eine wichtige Verallgem-
einerung zu.
2. 1. 15. Es sei sJί ein beliebiger Normalteiler von ©. Dann gilt :
(5
λ
(®),?βμ(3x(® « tl l fJ ιμ(5R))ΛS ίl)) = lι λ = l,2, ..., μ = l,2,... also, wenn
wir der bequemeren Schreίbung wegen 5pμ(3λ(®-* Uι,j»μ(
bezeichnen :
= 0 j = 1 2
1 P ' "" '
Beweis. Sei Se#
λ
(@), Γe^λC^-ί-U!,,,^)) A5R- Dann liegt (S, Γ)
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in U1>Jrf£R), also ist (S,T)"lί = l und (S, Γ*μ) == ((S, T)
_ -j
2. 1. 16. 7s£ λ ^  —ΊΓ- > wobei c die Klasse von © ist, und %l eίnL ^ J
beliebiger Normalteiler in ©, so ist
, 3x(® -*-Ulf ^ (31))) = 1 , μ - 1, 2, . . . .
- 1,
 P = 0, 1, 2, ... .
Beweis. Ist S e 7ί
λ
(®), Γ 6 3
λ
(®-s-Ulf ^ SR)), so liegt (S, Γ) in Ulf
A^λ+ι(®), es ist also (S, rrμ = 1 und ((S,Γ), S)eff2λ+1(®) = 1, daher
(SΛ Γ) — (S, Γ)1* = 1.
Nun kann in 2. 1. 15, 2. 1. 16 9i jeder beliebige Normalteiler von
© sein. Also gilt nach 2.1.15: Lassen wir 5ft alle Normalteiler
von © durchlaufen und bezeichnen wir die Vereinigungsgruppe
,@), so ist 3Jί(λ,/^,©) charakter-
istisch in © und liegt im Zentralisator von
2.1.17. (HχC®),9K(λf^,®)) = l und
Nun ist #
λ
(@) aber von ^ unabhanging. Also liegt auch die Verein-
gungsgruppe \J 3Jl(λ, μ, ©) ίiber alle /* = !, 2,... im Zentralisator von
μ.
ίί
λ
(©). sie ist eine charakteristische Untergruppe 9Jl(λ, ©) wir haben also
2. 1. 18. (#
λ
(@) , Sft(λ, ©)) = 1
(3P(@-#λ(®)), Jϊp+1(aκ(λ, ©))) = ! x- 1,2, ...
(Hp+1(Hλ(®*)), 3P(®-aK(λ, ©))) - 1 p = 0, 1, ...
Ebenso konnen wir mit 2. 1. 16 verfahren. Lassen wir 9ϊ alle Normal-
teiler von © durchlaufen und bezeichnen die Vereinigungsgruppe
mit SR(λf/*,®), so haben wir:
2. 1. 19. Ist c die Klasse von © und λ ^  ^— , so m
(φμ(#λ(®)),9i(λ, ^ ,®))=1
(Die Forme? (ί?p+1(φA(®U 3p(®-*-5ft(λ,/*, ©))) = 1 iβί
H
λ
(@), #
λ
(©)) C H2λ(®) C Hc(®) trivial}
Es ist klar, dass fur beliebige λ immer 3λ(®-
9ΐ(λ, U, @) sein muss denn nach Definition ist ?ί(λ, μ, ©) die Vereini-
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gungsgruppe V -βxC®-*-!^ ^^)) uber alle Normalteiler 5R von © genom-
9fc
men, also auch ίiber 9i(λ, μ, ©) selbst. Also ist 3λ(®-*-ttι,*μCW(λ , μ, ©)))
υnd damit folgt aus 2. 1. 15 :
2. 1. 20. (#
λ
(®), ^3x(®-U1)p^(X, μ, ©)))) = 1, λ, JK = 1, 2, ... ,
also allgemeίn :
2.1.20.1. Ist $#
λ
(®) der Zentralisator in © ww #
λ
(®), so Λαί
3x(®^UlfJΛK(λ,^®)))/JΪ#λ(®)A3λ hόchstens den
Exponenten p*. Speziell lίegt also ^BiCΘ-^ U^^JίCλ, μ, ©))) in ,3ι(®)
Halten wir λ fest, so liegt also fur jedes μ, = l, 2, ... die Gruppe
^Sλf^-^-tli^C^Cλ,^, ®))) im Zentralisator von #
λ
(©), also auch die
Vereinigungsgruppe 5R(λ, ®) = \J ^3x(® -s Ui, pμ(^(λ» ^  ®))) ϋber alle
/Λ = 1, 2, ... erstreckt. Es gilt also :
2. 1. 21. (#
λ
(@) , 5Jί(λ, ©)) = 1
))) - 1 λ == 1, 2, ...
))) =1 p = 0, 1, ...
2. 1. 21. 1. Die Klasse von 9ϊ(λ, ®) isί hochstens gleich λ.
Denn die Klasse von ®/7?
λ
(®) ist gleich λ — 1. Also ist 3\-ι(®
-s-#
λ
(®)) = ®. Daher folgt aus 2.1.21 ί?
λ
(^(λ, ®)) C 3ι(®) und somit
HI+I($I(\ ©)) = 1. Speziell ist demnach 3l(p— 1,©) ein regularer Nor-
malteiler von ©.
Offenbarist 1OW, @)C30Ϊ(2,®)C... und !C^(l,®)C5ϊί(2,®)... .
Eine weitere wichtige Vertauschbarkeitsrelation zieht zwei beliebige
Normalteiler von © in Betracht.
2. 1. 22. Sίnd (ftl , 5ft2 zwei beliebige Normalteiler von ©, so isί
(ffx(3i(®-Ui,^(5Ki))), ^(3
λ
(®-Uί ^ (9lt)) A 912)) = 1 >
λ, /A = 1,2, ....
Beweis. Sei S 6 fl
λ
(3ι(® ^ ,^^ (910)), T 6 3
λ
(®-s-Uί ^ (9l
a
)) A ^2 -
Dann liegt (S,Γ) in Ux^JROA.UiXSla). Also ist ' (S, rT = 1. Ferner
ist dann (S, Γ"*) = ((S, ϊ> T7-1)^. Γ^ = (S, Γ)^ Γ""** Γ*μ = 1, w.z.b.w.
Spezielle gilt also : (3ι(®-δ-Ulf ^ 310), u^(Uίt X?Ra))) - 1.
In 2. 1. 22 kδnnen ^^,9^2 beliebige Normalteiler von © sein. Lassen
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wir nun 91
 x
 und 9^ unabhangig voneinander alle Normalteiler von © durch-
laufen und bezeichnen die charakteristischen Untergruppen \J H
λ
($ι(®
C^))) mit @(λ, /*,©), bzw. V^(3x(®-UiV(^2))A^2) mit
%
, μ, ®), so gilt also :
2.1.23. (@(λ,/*, ®),£(λ,μ, ©)) = !
λ,^^l,2...
(#p+1(@(λ, μ, ©)), 3p(®-5-Γ(λ, μ, ®))) =1 D = 0,1, ...
Wenn wir mit £*(λ, μ, ®) die Vereinigungsgruppe V7
bezeichnen, so ist BλC®^-!!^ ^^* ,^ μ, ®)))C ϊ*(λ, /^, ©). Setzen wir in
2. 1. 22 5 !^ = g(λ, μ, ®), ?ί2 = S:*(λ, ^ , ©), so haben wir also
2. 1. 24. (@(λ, μ, ®) , ,
μ, ©)) - 1 λ>^ ~
 ι
 '
 J
 " '
^
 f
 ' •"
Es gilt natϋrlich auch : Ist 31 ein beliebiger, 5R ein regularer Normal-
teiler von ®, so ist (3p(®-5-U1,Jιμ(3l)),Uμ(9l)) = l. Aber wegen U
ist dieser Satz in 1.7. enthalten.
Die G r u p p e n tt
v
,^ und ihre Beziehungen zu ©.
Wir kδnnen einige der vorstehenden Satze verallgemeinern mit Hilfe
folgender Begriffsbildung
D e f i n i t i o n : Es sei fur v = 2, 3, ... : tt
v>J-4(®) = nl)pμ(®^H^l>
Man erhalt sofort als Folge der Definition U
v
,pμ(@) = U2,^(®-5-llv.2
u.s.w. So haben wir fur
jedes μ==l,2, ... eine aufsteigende Reihe :
iC^^C^^C CUp^^C^^-©
(Wir schreiben hier und im Folgenden ίiberall, wo kein Missverstandnis
entstehen kann, U
v
,pμ fίir Uv,^(®)).
Wir haben also fur jedes μ = 1, 2, ... , K eine durch ® bestimmte
Zahl p(μ) = p(μ, ®), die eine wichtige Invariante von © ist.
Esist
2.2.1. ί7s isί U^^CUi^vμ, ^o&ei Uι,pVμ /ϋr vp^ic gleϊch ® isί.
Beweis. Nach 2.1.1 hat fur beliebige v die Gruppe UV,^/UV^,^
hochstens den Exponenten 2}μ. Sei SeU
v
,^; dann liegt als Spμ in
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U
vβl,^, daher (S^γ* = S*>™ in Uv_2,^ u.s.w. fi^-" in U l f^, also
S*μv = l, also hat U
v
,^ hcchstens den Exponenten pμ v. Nun sei
T G U
v
,
 pμ , 5 € ®. Dann wird (SΓ)pV'μ = ((SΓ)pμ)l'|iCV-1> = (S^U^γ^"^
= (S^J7
v
^2)^v-« = -. = S*vμ, wobei £/,_, e Uv-lf ^  u.s.w. ist. Also
erfiillt jedes Element T€Uvtpμ mit jedem Element SG® die Gleichung
(S2T"4 = S"vμ, also liegt U
v
,pμ in U^.
Daraus folgt leicht :
2. 2. 1. 1 : U
v
+λ,jιμ^llι,pvμ(©-^U
λ
,μ)
2. 2. 2. jFs fet Up(μ)^,^
Beweis. Fίir beliebige λ hat U
λ
,
ί
>μ/lίλ-.ι,1)μ hochstens den Exponenten
μ
, also ist Uλ-i.pμ^SRΛlλ,^. Fur \ = p(μ) ist UPcμ)>1^ = ®, also ist
), daher UP(/A)_2,^^ 5βμ®(^) = ©(^ , 2) u.s.w.
Die Reihe ® , ®(p^9 @(Λ 2), . . . bildet eine absteigende Reihe, die
mit 1 schliessen muss. Es gilt
2. 2. 3. ®(pμ, p(») = 1
Beweis. Nach 2.2.2 hat man: Ultμ,^ ©(Λ o(^)-l). Also ist
2. 2. 4. (3ι(®-*-U
v>Jpμ), ®(pμ, y)) = 1
Beweis. Nach 2. 1. 7 ist der Satz fίir v = 1 richtig. Es sei v > 1
und der Satz gelte fur v-l. Ist Se3ι(®+-lW), Te®(pμ, v-1) so
ist also (5,7)611!,^, da wir ja, wie oben bemerkt, auch tt
v
,^
= «v-ι, j^ ®-!!!, ^  haben. Also ist (S, T") = ((S, Γ) T7-1)
= (S, Γ)pμ Γ-^ Γ^μ = 1 w.z.b.w.
Die obigen Satze lassen erkennen, dass die beiden Reihen
1 = 110,^, Ui,^, -•• t Up^>lrf4 = ® und
© = ®(Λ 0), ®(Λ 1), ... ,
in einer ahnlichen Beziehung zueinander stehen, wie die aufsteigende
zur absteigenden Zentrenreihe. Namlich : U^^^ ®(pμ, p(μ)— v) nach
2. 2. 2 und (U
v
,pμ, ®(^ , v)) - 1 nach 2. 2. 4, μ == 1, 2, . . . ,» = 0, 1, ...
Aus 2. 2. 4 und 2. 2. 2 folgt noch :
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2. 2. 4. 1.
Und speziell
2. 2. 4. 2.
Aus 2. 2. 2 und 2. 2. 4 folgt nun :
2.2.4.3. /si
= 1, 2, ... , * = 0,
v , so is£
O , ©Oμ, λ2) , . . .
/&r belίebίges k und belίebίge natiirliche Zahlen λj
big e natiirliche Zahlen v.
λfc sowie belie-
fur beliebige
2. 2. 4
Beweis. Es ist (UVl,χ©),
*ι » ^2 5 yι > ^ 2 » wie aus ^vp^C
sofort folgt. Durch wiederholte Anwendung erhalt man (U
v>1?μ(©),
@(Λ λO, @(2)μ, λ2), ... , @(^ μ, λfc)) = 1 falls λj + λ2+ ..- -f λfc ^  v ist. Nach
2. 2. 2 ist aber U
v
,^(@)^ @(Λ p(μ, ©)-v); damit ergibt sich 2.2.4.3.
Wahlt man speziell v = p(μ) — 1 = fc, λ
x
 = λ2 = ••• — λpCμ)βl = 1, so folgt :
2.2.4.4. ί?PU®(Λ !)) = !,
d.h. die Klasse von (S(pμ, 1) ist hochstens gleich p(μ}— 1.
Wir konnen 2. 2. 4. 3 auch in der Form aussprechen :
Sind \lf λ2 , ... , λ;. beliebige natύrlίche Zahlen und ist λ!4-λ2+ ••• -f-X,.
^ p(^), so ist (®OΛ λO, @(Λ λ2), ... , ®(2Λ λr)) - 1.
Wahlen wir nun eine natΐirliche Zahl v beliebig, so ist v Π -f-^ -t l)
^
 P(μ) also (®(Λ v), @(pμ, v), ... , @(pμ, v)) = 1
c¥ΐ^ ~
und mithin :
2. 2. 4. 5. Die Klasse von @(pμ, y) ist hochstens gleich -£W .
Setzen wir also v± = -^ ^ +1, so ist
P ==
 ~
 1
"^
 so
 ^
st
 °^
e
 ^
asse von
 ®ι
ist dann ©
vj) abelsch. Wahlen wir
so st
 
e asse von
 (Λ yι) hochstens gleich p — 1, also
eine regulare Gruppe. In einer regularen Gruppe @
ist nun Uλ1+λ2(@) = Uλl(uλ2(@)) = tlλ2(θλl(@)) fur beliebige λx , λ2 .
Andererseits ist fίir beliebige v : ®(^ μ, v + 1) — ^βμ(©(pμ, v)). Ist also
regular, so ist Uμ(®(Pμ» ^i)) = ®(Λ i^ + l) u.s.w. und daher
2. 2. 4. 6. 1 = σ^^^ffl^. ,0) = ©C
Aus 1. 6. 2 und 2. 2. 4. 4 findet man noch
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2. 2. 4. 7. ©(Λ
 σ
 fcll + 1) + 1) - 1, ^oδβi σ - PogQΌO-l)] + 1\L μ J / L logp J
Hier drangt sich die Frage auf : Gibt es fίir jede vorgegebene end-
liche Anzahl a von unabhangigen Erzeugenden von © und jeden Prim-
£ahlexponenten pκ sowie jedes pp<^p* eine nur von a, pκ und pμ
abhangige endliche obere Schranke p(μ, K, a)9 so dass in jeder endlichen,
aus a Elementen erzeugbaren Gruppe © mit dem Exponenten pκ immer
p(μ9 ©) < p(μ, K, a)9 μ = 1, 2, ... , K— 1 ist? Diese Frage wird in dieser
Arbeit nicht entschieden, dagegen wollen wir einen Zusammenhang
dieser Frage mit einem Problem von Burnside aufdecken. Bekanntlich
hat Burnside vermutet : Ist % eine f reie aus endliche vielen Elementen
erzeugte Gruppe, m eine naturliche Zahl und g(m) die von den m-ten
Potenzen der Elemente von g erzeugte Gruppe, so ist S/S(ra) endlich.
Wir wollen nun fίir den Spezialf all m = pκ zeigen :
2. 2. 5. Wenn die Burnsίde'sche Vermutung fur eίn bestίmmtes
m = p* <^ pκ z.B. etwo, m = p, gilt und wenn fur dieses μ und eine best-
immte Anzahl a von Erzeugenden eine eiidlίche obere Grenze p(μ, K, α)
^> p(μ, ©) fur alle aus a Elementen erzeugbaren endlichen p-Gruppen ©
mit dem Exponenten p* existίert, so gilt fur die aus a Elementen erzeug-
bare freίe Gruppe g : S/S(pκ) ist endlich.
Beweis. g werde aus a Elementen erzeugt $(Pμ> v) sei die Gruppe,
die aus den pμ-ten Potenzen der Elementen aus 8(;pμ, u — 1), \> = 1,2, ... ,
erzeugt wird, g(Λ 0) = g. Wir betrachten die Reihe g, δ(^ ), δ(2?μ, 2), ... ,
δ(Λ p(μ, <*> AC) -hi). Nach Voraussetzung ist S/δ(Pμ) endlich. Da g aus
endlich vielen Elementen erzeugt wird, ist also nach einem Satz von
Schreier auch S(pμ) = SCΛ 1) eine aus endlich vielen Elementen
erzeugbare freie Gruppe. Daher ist auch g(pμ, l)/δ(pμ, 2) endlich und
g(2?μ, 2) eine aus endlich vielen Elementen erzeugbare freie Gruppe u.s.w.
So ergibt sich : Die Faktorgruppen g(jΛ v)/δ(pμ, v-hl), v — 0, 1, ... ,
p(μ, a, K) in obiger Reihe sind endlich. Also ist auch die Faktorgruppe
δ/S(ίΛ p(μ> <*> ^) + l) endlich, also ist sie eine endliche ^-Gruppe; a
fortiori ist dann © = S/iKΛpCμ, tf, /C) + 1)S(PK) eine endliche ^-Gruppe,
die aus a Elementen erzeugt werden kann und den Exponenten p* hat. Es
ist also sicher Up^,^^,^®) = © daher gilt nach 2. 2. 3 : ©Oμ,
 P(μ, a, *;))
= 1, d.h. in der freien Gruppe g ist : S(Λ p(μ» <*> *0) C S(Λ p(μ» <*> *0 + 1)
γ$(pκ). Da aber 3(2Λ p(μ» a> Λ) + l) ^ie aus den pμ-ten Potenzen der
Elemente aus δ(Pμ> /o(^ <*> ^)) erzeugte Gruppe ist, f olgt : δOΛ />(/*, α, #))
CS(PK). Daraus ergibt sich sof ort : S/SCp*) ist Faktorgruppe der end-
lichen Gruppe g/8(pμ, />(/A, a, *)), also selbst endlich.
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Also: Wenn es gelingt, eine solche obere endliche Schranke, etwa
fur />(!, a, *) zu finden, so hat man das Burnside'sche Problem fiir p*
auf dasselbe Problem fίir p zuriickgefϋhrt.
Es sei noch bemerkt : Wenn der Satz gelten wίirde :
"In der Reihe ®, ®Oμ), @Cp* 2), ... ist ®(pμ,/?O,®)) immer die erste
Gruppe, die gleich 1 ist (in einer endlichen p-Gruppe ©)", so hatte man
aus 2. 2. 4. 6 sof ort eine endliche obere Grenze fίir p(μ), die sogar unab-
hangig von der Anzahl a der Erzeugenden von ® ware. Es wίirde
namlich aus 2.2.4.6 folgen : p(μ} ^ ΓeOO+ll + Γ^zll + l also />(/*)
ιc — 1 1 //r — 1 \ *- ^ -1 L /* J
^^-2 + 1+ i (— +1), PΦ2.
μ; p — Z \ //, /
Ebenso wiirde man aus 2. 2. 4. 7 mit obiger Annahme eine Besch-
rankung fίir p(μ) finden. Es ist aber sehr fraglich, ob der hierbei
vorausgesetzte Satz zutrifft. Eine von μ, a, K abhangige endliche obere
Grenze fίir p(μ, a, K) wiirde man aber auch schon finden, wenn nur
gelten wiirde : "Bezeichnen τ(μ, a, κ9 ©), p(μ, a, K, &} in jeder endlichen,
aus a Elementen erzeugbaren Gruppe © mit dem Exponenten pκ die
Langen der Reihen @(pM), ©QΛ 2), ... bzw. Ult ^ (@), U2, ^ (®), . . . , so
kann der Quotient ^^  — * κ*
 /r>; einen gewissen durch μ, a, K bestimmtenp(μ, a, κ9 (&)
Wert σ(μ, a, /c) nie unterschreiten".
Es ist denkbar, dass eine solche Einschrankung besteht und daraus
eine endliche obere Grenze fiir p(μ, a, K) mit Hilfe der 2. 2. 4. 6, 2. 2. 4. 7
und ahnlichen sich ergeben wiirde.
§ 3. Die aufsteigende Zentrenreihe und die Potenzgruppen
3. 1. a) Alle Elemente der Ordnung <* p* aus S/®) sind mit alien
p^-ten Potenzen aus & vertauschbar.
= 1, 2, . . .
= 1
b) AMe pμ-ten Potenzen aus 3/®) sΐwcZ miί αZZe^ Elementen der
Ordnung <ς pμ aus & vertauschbar.
OP AC® ) , £VC® )) = 1, /. - 1, 2, ...
1
' ' '"
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Beweis. a) Z e 3,(®), Z^ = 1, S e ®. (2Γ, S*μ) = ((Z, S) S-1)"1
Da (Z, S) in 3,,-ιC®) liegt, ist {(Z, S), Z} eine regular e Gruppe, ebenso
{(Z, S), Z} - {S-^ZS, Z\. Da Z und S-χZS die Hδchstordnung pμ haben,
hat also auch (S, Z} die Hochstordnung jp. Also ((Z, S) S-1)I"* = S""*
und (Z, S^)-= S-^  S*1* — 1.
b) S € ®, S*μ = 1, Z G 3,(®). 1 = S*1* = Z-^μZΞΞΞ(S.(S, Z)y*. Da
[S,(S,^)J regular ist, folgt : (S,Zγ» = l. Da auch ίZ,(^,S)j regular
ist, ergibt sich S^Z^S = (Z(Z, S}}^ = Zpμ also (S, Zpμ") = 1.
3. 1. 1. In einer p -Gruppe © der Klasse <^ p ist :
Denn
3. 1. 2. /7J 'eiwer p -Gruppe © beliebiger Klasse c ist
)) C 3.-
Da 3v, A Sv(®) C 3p(flv(®)) ist, folgt :
3. 1. 3. Alle Elemente der Ordnung ^ pμ aus 2^P A #v(®
p^-ten Potenzen aller Elemente aus #
v
(®) vertauschbar. Alle Elemente
der Ordnung <; pμ aus HJ®) sind mit den p^-ten Potenzen aller Elemente
VP A ffv(®) vertauschbar, v = 1,2, ...
3. 1. 4. Kann © αws Elementen der Ordnung <* p* erzeugt werden, so
hat fur beliebίge v ^> 0 die Gruppe 3
v+P(®)/3v+ι(@) hochstens den Ex-
ponenten p*.
3. 2. (3P(®), ®(^μ» ^)) *5ί βίwβ Gruppe von p^-ten Potenzen von
Elementen aus 3,-ιC®) A H2(®), v = l,2, ...
Beweis. Da 3,-ι(®) regular und (3Λ®), ®(Λ ^))C3^ι(®) ist, geniigt
es zu beweisen : Ist Z aus B/®), S ein erzeugendes Element aus ®(pμ, v),
so ist (Z, S) die pμv-te Potenz eines Elementes aus 3n-ι(®) Der Satz ist
trivialerweise richtig fίir v = 0. Es sei z/;> 1 und der Satz sei schon
fur v-1 bewiesen. Es sei Se®^, *-!), -2Te3p(®). D^nn ist (Z, S^μ)
= ((Z, S) S-lγ*Spμ = Xpμ, wobei X ein Produkt von Kommutatoren von
(Z,S) und S-1 ist, also in 3p-ι liegt. Da aber S in ®(^ , v-1) liegt, ist
nach der Induktionsvoraussetzung jeder solche Kommutator die pμ(v~1:>-te
Potenz eines Elementes aus B^-iC®)* also ist auch ihr Produkt X die
^Cv-i)_te potenz ejnes Elementes aus 3P_ (®) und danach
w.z.b.w.
3. 2.1. (ΆJ®), ©fp", —- +!)) = !.
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Bezeichnet man die Gruppe ®(p, κ) Wp2, ^— +!)•...- ©(p""1, 2) mίt
L * J
2δ(®) so ist also
3.2.2. (3/
3.2.3. (3v
Beweis. Nach 3.2.2. ist (3»,. 2BC©))C &»-»,, also (3VJ> ,
2 u.s.w.
3. 3. (3vj, » ®(ϊ>μ> y)) zsέ ewe Gruppe von p^-ten Potenzen aus
Beweis. Fur v = 1 ist die Behauptung nach 3. 2. richtig. Sie gelte
nun fur v-1, „>!. Es sei Se&,,T = ff(SllPιy», SI)PI = //(SPl.p2r,
pl P2
P3 pλ+l
in ©QΛλ + 1), λ = y — 2. Also wird nach der Induktionsvoraussetz-
ung, da 3cv-uιX®^3,) = 3vJ, ist: (
Λ H,(®) demnach (S, Γ^) = X* Z, Z G 3,, A ^2(®) Wenn man nun
(S, Γ^) als Produkt von Kommutatoren von S mit den SP1,P2, ...,Pv_2
darstellt, so ergibt sich Z als ein Prokukt von Kommutatoren, die in S
und den SPl,p2, ...,Pv-2 mindestens das Gewicht 0— l)p haben also liegt
Z in 3p A ^(v-i)/®)- Ersetzen wir nun noch jedes SP1,P2, .. ,P v_ 2 durch
ein Produkt ( / 7 ^ p > p > ->pv-2,pv-ι)pμ» so wir^ also einerseits Γ^ ein
Element aus ®(pμ, v) und jedes erzeugende Element aus (S(pμ, v) ist in
dieser Form darstellbar andererseits wird dann jeder der in Z auftret-
eiden Faktoren eine pμ-te Potenz aus 3P A ^CV-DP 3j,A ^cv-i)p ist
aber abelsch fur v>l, denn (3, , »,(©)) = 1 und H(v
Also ist Z = Γ*μ, Γ 6 ^ cv-wiί®) A 3* - Also haben wir (S, Γ*1) =
X € 3v,-ι A 2^(® ). Y ^ ^ cv-i)p(®) A 3, - Die Gruppe {X, #Cv~ι>/®) A 3, }
ist aber regular; denn tf(v-ι>/®) A 8, C ^ 2(®) A 8Λ- > ^  3 1^(^ 2(©)),
XeH2(@>), und |;r,3,-ι(#4(®))} ist nach 1.2. §1 regular. Also wird
χ#y*
 =
 v*9 U 6 3v^ι(®) A ί?2(®).
Um den Beweis zu vervollstandigen, hat man noch zu zeigen, dass
auch fur TlfT29... e ©(^ , v-1), S G 3v,(®) gut : (S, T?Tf ...) = f/^, Z7
^ 3vp-ι A H2(®}. Man wendet wieder vollstandige Induktion nach u an
und hat (SfΓfϊr...)3, = X*μ3,,-Xe3vJ>-ιA^2(®), also (S,ΓfΓf...)
= X*Z. Fiir Z ergibt sich wieder 2T = ZW, Zf e 3P A #cv-ι*(®) und
damit wie oben die Behauptung.
3.3.1. 7sί c die Klasse von @, so ist also (©(^  ?— - +1), ®) erne
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Gruppe, deren Elemente sdmίlich p^-te Potenzen in H2(®) sίnd.
3.4. (3
Beweis. Nach 3.2.1. ist : (3,(®), ©(Λ + l)) = 1. Daraus
folgt (3,+ι(®), ©(Λ [~] + 1)) C 3ι(®λ da 3P+ι(@) = 3,(® - 3ι(®))
ist also (3S41(@), ©(^[^ILlJ + 1), @) = 1 ferner ist (©, 3,+ι(®))'
C3/©), also (©, 3^®), @(2Λ [^ ] + !)) = !. Nun gilt der Hall-
sche Satz : Sind 8, 9JΪ, Si drei Normalteiler von ®, so enthalten je zwei
der drei Gruppen (8, 3Λ, 9?), (TO, 5R, 8), (Ή, 8, SO?) die dritte. Wahlen wir
8 = 3P+ι(®), 9JI = @(2Λ ί^ n + 1), sjj _ ®, so haben wir eben gezeigt :
(8, a», 91) = 1, (31, 8, 9Jί) = 1. Also ist auch (3W, SR, 8) = 1, d.h.
Damit ist 3. 4. fίir λ = 1 bewiesen.
Nun sei 3. 4. fur alle Zahlen <^ λ richtig. Dann ist (&p+λ(®\
(®GΛ Γ^l + 1), @, ©,..., ®))C 3ι(@). Also (S,4x(®λ (®(Λ Γ l^ +1),L /* j " — --  ' L μ j
©,©,..., ©),©) = ! und, da (©.S^ΛCΘ^^S^x-iC®) ist: (©, 3,+λ(®λ
Wenn wir nun den obigen Satz von Hall auf 8 == 3P
sjjί = (@(pμ, κ—~ 4-1), @, @, ... , ©), 31 = @ anwenden, so folgt, dassL /. J
 χlϊ—
3.4. fίir λ gilt, wenn er fur λ —1 richtig ist; da er fίir \ = 1 richtig
ist, ist damit der Beweis gefiihrt.
3.5. yti, 9ΐ2 seien zwei belίebige Normalteίler von ®. Dann ist
Beweis. Es sei SeSiCΘ-s-S^Λ))A^i, Γe3ι(@-,Vι(5ϊ2)
und Spμ = 1. Wenn wir (S, T^) = 1 gezeigt haben, ist 3. 5. bewiesen.
(S, T^} = ((S, Γ) Γ-^ΓΛ Da Γ € 3ι(@^3,-ι( 2^)) A ^2 ist, liegt (S, Γ)
in Sp-iCS^), und Γ in 312, also ist die Gruppe {(S, Γ), Γ} regular. Da
S63ι(®^3,-ι(9lι))Λ^ι ist, liegt (S, Γ) auch in 8^ 1(^ 1) und S in 9^,
also ist auch die Gruppe {(S, T\S\ = \T'1ST9S\ regular. Da S^ = l,
ist also auch (S, Tγ»= 1, und daher ((S, Z> T7-1)^ = T7-^, also (5, T^μ) = 1,
w.z.b.w.
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Lasst man 9^ und ?12 alle Normalteiler von & durchlaufen und
bezeichnet die Vereinigungsgruppen \J φμ(3ι(®-*- 8^ -1(^ 1)) A ^i) mit
IΛi
Sμ, VAUBiC®- Sp-iM) A s^2) mit 3Jlμ, so gilt also:
%
3.6. (8μ,2»μ) = l
Sμ, 9Jίμ u.s.w. sind charakteristische Untergruppen von © und es ist
offenbar :
(Eingegangen am 10. Juli, 1953)
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